


数理 ⽅程

n

-2 = d △ u t 批阅 ⼥ = (x_x ,

-.- 们

波动⽅程
△ = f豪

哿 = cioutflt.mg
,到 △ = 录+录⼗点

热传导⽅程
셆 哥 =셆 → Risson ⽅程

和烟 = o → Laplaa ⽅程

△ u = - f(⼥) ⼥ = (x. , -.-们

场 位⽅程

哿 + ai- x器 + pu䂬 = o

T =

xts.int ⇒ 器 +-器 +㗁 = 셆 kdvqn
n_n

u. ⾪ 以器 o ⻬次

⼯ 类 五 五

iu +13剖
셅灬_

= 下的

dxD沯 + b岰哥tdxnpu-flxyja.be
为 D e成 上 的连续世叔

. f 在 D 上 连续
셆

若 在 D 上 dxD-o.by) 中셆 则



哥tfu-j.rs ⽐ 出奴

ucxD-e.pt䘕) [ 1咄絒剥 ⼗间
若在 ⼝上 dx.DK彻 北

,
作代换

1𦦵 知鶚懻㱌
歌譤 + 器器

, 哥 ⼆ 哥哥 + 哥哥

崿器 + 器到 + 愕哥 + 器到 + c u = f

(峼⺾⼀部哥 + (噖 +𠵯 器 +

cu-flssetto0.ch/Ddy-blxDdx=o
,

在 D内存在仅存在 ⼀族独⽴的积分 曲线

特征 ⽅程
4例) = h

,

再取 ⺾的 使 丁 ⼠ 0
.

看 多器 + a = f
,

找到 柴 = _
_ 奖 的 n - 1 个 ⾸次 积分

4;以 ,
-_-们 = j G = 1

,
2
,
⼀⼀吵

作 代换 { = 4; (x- 们jizi-n-1.Jtok-4nlx.in
znts

看得 ⼆点𡃈㔇𦧺𡅅

点 爽㗶)素 + a = f . 对象 积分得 通解



quasi-linearfbjlx.x.in/n,u)j=dx.,xz,---Xn,D.fojlx.,--.xn,u)發 ⼗ dx, -_-们装 = 0

䍿== à器2

,

t > o
,

⼀

oax.to/uho=4lD
,

到七셆
⼆ ⼗的

셆

d
'

Alembertqn

代⼊ U-flx.at) +glxtat)
,

抝 +9内 = 4(D UHD-IGlx.at +4厸叮

-afhtagi섺 ⼆⼗四 ⼗ Èh𠯻以

⼆阶浅性偏微分⽅程

n

nfglx.in/n).j+fbjlxixn)-tC(x,--xn)u=fcx,...xDGij,bj,c
为 常数 : 常系数 ⾮⻬次 项

n = 2
.

a ,器 + 2 9⼝器
, tanl-b.tk哿 + a = 0

作代换 ⼈们
, ⼏例)

A.,哿셅
+2名器⼏

⼗ A222器 + B,哿 + 及器 + a = 0

A,
= a,卧+2和 哥哥 ⼀制
⼀名= a, 嘉㖙 + a,健哥 + 哥到 ⼀ 922哥哥

名 = 9.,朗 + 29⼝ 歌⼆~j ,

归结 为 andj -2azdxdytázd = 0 求解



△ = ai-a.az

A.,哿셅
+2名器⼏

⼗ A222器 + B,哿 + 及器 + Cu = 0
例

Ai-A.AZ = 5- △ > 0
双曲 型 器2

= áz
△ -0 抛物型 型 = á器셅
△ < 0 椭圆 型

器 +器 = 0

△ > 0
. 器 =

912䓫
.

4例) = h
,
⼗例) = h

.

器⼏
⼗ 球 (B,哥 + 132器 +D = 셆

吾以 ⼗ 哿g = 0
4 4

再代换 s = 业们 ,
⼗ ⼆ ⼠섯⼀吵 得

器2
-器 + 残念䂬 + ⾼哥 + a) = 셆 所以在某坐标架 下 对时空依次求导相当于?

△ = 0
, 热 ⼀ 器

,

-_-

器 +梆㕺 +及器 +a) = 0

△< 0
, 器 =

912聓
,

4例) +叶侧) =h -

器 +器 +秋碋 + 132器 + a) = 0

n
n

fglxin.j-fbjlx.in/n)-tC(x,--xn)u=fcx,...xn)

相应 的 ⼆次 型 9们 = fg们 不少

存在变换 (⼩州⼆ 轴狐dii

使 9⽇) = Q们 ⼆点 状 ⼀截 Nj , 141 Em



若 为 常 系数 , dijM-dj.ieDi , D -d) ,

縩 ⼀䴑嘞哥 +-

⻬ 次化原理 (中量原理)

器. = d器2 +ftp.ti-oaktolult.io
,
到셆 = 0 ut.D-fwct.tn

41) 4⼼

器2
= à䂬2

,

t> T
,
-< x_x

Iwlt
-.- , 背在 ⼆秘 셆

⇒ 𠴕 = āfdffgg

⼀般地
,
若 以出的 满⾜ ⻬次⽅程

⼆ ǛTYǕ 批点贴

⼦

器 = L W
,

too.intth-cnkxtatl-zfiygwlt.ie
剥_ ⼀⽇器 1- = o|

器,牤 =批划

则 ⽐
,划 三 Iwlt,犳 班 为 ⾮⻬次 初值问题

䍿m
= Lutflt,⼥)

,

t > 0
, TR

"

| uh셆 = -_- 器 1- 0 的解



边 值问题
.

分离 变量 法

(因 有值 问题)
器 = a

'器
,

t > o
,
oa.ae

设 ⽐1) =海⽔섺
,

T
"

(t)| 以⼼以=.=

嵹_,
藏 ⼆ 器 ⼀

⽐셆 = 4 1섺 ,
从 1) = 的哭 x

, 不 ⼆街
2

.

t.lt) = G 的𡒊七 ⼗ Dnsh𡒊t.ut.D-ffncot-D.sn㓸 s,喂

xfcns.hn-4⼼
셆 Ě 𡒊 ⼝ 䖹ㄨ = 41섺

셆

⼀ 收敛时
,

古典 解 ,

G =主任们喂xdx
셆

只 =彘 !⺾섺 的哭 dx
,

更 ⼀般 的 定 解 问题

huthxu-0.tEI.aaxabfu-p-hx.io
, ⼈加到kb ⼆ 0

.|
关于 ⼠ 的 定解 条件

和 关于 正 交 基 仪섺 , i, 2 - } 的 ⼴义 Fourier展开
,

2
2 [a

,⻔ 中 的 正 交 函奴 化섺
, 刈섺 = 伪㖄 Sj 使 lfflDELTa.bg 有

抝满唙섺 셆 G = 衆器 =

4 ⽄逖

ilypdx.li
)义刚 -9们似 ⼗ ⼊如 如) = 0

,

Sturm-Liouvillels.tn) 型 ⽅程

-_- 对应 的 国有值 问题 是 ⾃ 共 轭 算⼦的 国有 值 问题

对应 的 eigenvdue, eigenfnction 满⾜ ⼊ 2 0
,

可故性
,

正 交 性
,

完备 性
,



器2 =
á △

3 U 分离 变量 T + dT = 0
-

哥 = àsu

itaTT-oavtkv-Helmholtzqnk-0.Lq.lu
eqn

直⻆ 坐标系 下
셆

义 + " ⼆ 0

Mn =⽕
,

Y + N Y = o

z
"

+ V Z = 0
,

F.ir展开
셆

从 (x)
셆

[0,可 上 带 权 吣 的 ⼀元 完备 正 交系

固定n.YnmlDE.bg 上 们

则 ⼈们总们 是 E,以后, ⻔ 上 ⼒셆 权 妙 셆(D 的 完备正 交 函数 系

V-fcx.DE 岏戒啊] = 他叫 If 4硼如 们 dxdy.to} 有

私们 ⼆ 截 CnmxnlDh.ly)
,

cnn.fi 抠⻔ ㄨ 1섺 品们 如 t)

dydxlxmliynmnlin
柱 坐标下 avtkv-o.it录信) +古意 + 录

.

12 01 Z 卡𠿟 + 卡是 ⼗ ⾄ ⼗ ⼏ ⼆ 0
,

Z
"

+ n z = 0
, 此则

'

+ 4-刮 R = 0
.(𠶜

'

+ (加班 …

(𠵯 = rltiil trn

㒜)
'

-_-
"

⼗ f 0 = O
.

5 -哈 - y哭 …⼀ ⼆셆 划
"

⼀ 死 y
'

+刈 + ⼊炉六
ri-rin.in…… (则千 ⻓州 r ⼀⽉ R = 0
¥ y

"

⼀ 㓬
'

+ y + 刈共 ⼀ y = 셆 eeerr

⼊

x = 5
.

xjtxy
'

+ (⼤⻔ y = 0
g = R闹

球坐标下 △
3 0 + 18 0 = 0

.

⼼ 古录 (哵 + 就录佖到 ⼗呥亲
120王



迪 (啊
'

⼼就他吵 + 贼蛋 + i = 0

5 + m五⼀

就皉)
'

+ (⼊ ⼀𠠬 10 = 셆

吉他)
'

+ (仁刹 R = 0 球

Be.se/eqnk=o=sr2R''+zrR'-XR=0Eulerqnx=co50ycx)=@(arcasD
섴 ⼀ 划 ⻔

'

+ (⼊ ⼀器) y - 0 Legendeqn
N = m

2

⼆ 阶 线 性 常微分⽅程 的 解析理论

W
"

(z) + p (z) W
'

⽩) + 9 1섺 wlz) = 0

① 若 ⼆ 是 ph.dz) 的 解析点 , 常点 Cauchy

设 p的 .
9⽇ 在 lz-z.la R 内 解析

셆

则 初 值 问题

uitpwtqw = 0
在 k-1 < R 内 的 解lwczs-ao.ci

셆) = a , 存在 难 ⼀旦 解析

选取初 值 (a
,

a) , 你们 得 解析 解

w.cz) = 喜 anlz-zj.W.cz) - Ěbn区砂 , 通解 aw
, tawz

② 若 z 셆 是 pc섺 的 ⾄多 ⼀级 极点
,
侧 的 ⾄多 ⼆ 级极点

,

正 则 极点 Fuchs

这⼀) pcz), 这对 9的 在 1- 1 < R 内 解析
,

去⼼ 圆域 上 oalz-z.la



有 w.cz) = (不列器anlzw.cz
) = xw.cz) lnkz셆) + (不成

2Ǘbnhj

③ 若 z셆是 阳) . 91섺 的 超过 ⼀
셅 ⼆级的 极点 或 本性 奇点 셅

⾮ 正 则奇点

此时 若 阳) . 9⽇) 在 oclz-z.la R 内解析
,

w.cz) = 这⼀)
" ⽼

ankzjnm-owzCD-xw.cz
)

lnlz-zjtk-zjfbnkzjn-olegendeeqr.tn
⼌

'

t M = 0 x - 1 正 则奇点

4
"

⼀ 怂 y
'⼗点 y = 셆

其他 皆 为 常点

lxkl 内 可 求解析 解

设

ycD-fani.l-xyy-fnncn-Dan-nx-fncn-Danxn-zxyE-fznanx.mg
=

fianx.ffncnamz-lncntD-Dajxe.co
,

取 aoto.at 0
,

y. (x) = a d 2
"
7的盥
-7沙pg

⽨

取 a 셆 = 0 , a.to
셅

⽕ (x) = a , 藏
" 섰仙划 714逃)
_

(2141) ! P(出M_
x
"

!

ltn 时
,

⼼ , 㦛 → 1
.

在 x - 1 发散

l = n 时
,
取 a =器)2

,

得



Pnl섺 中 悬 息管器絤
如
"

셆
Legende 多项式

Qn d 1不叫
,

'

巡
- expflidydx

⼆队섺kii
셆

第⼀ 类 Legendre 函数

Bessel ⽅程 的 ⼴义 幂级数 解 及 Bessel 函数

划
"

+ xy
'

+ (双⻔ y = o
.

02 0
.

际 正 则 奇点 ㄨ = 0 外 解析
셅

0<1×1<+0 有 ⼴义 幂 级数 解 ,

设 ⽕섺 - xǖ

ani.ak-vyxtahmgx-ffnlni-ojtay.in
= o

( ⼆ ⼠0
. (1 ± 20) n (n ± 20)

取 E = 0 2 0
.
a = -
上
n (n_n) ,

n = 2

a_ = 0
, G = 災,

汕斵)
a

,

取 a = 21

1

-
셆

得 㶭 =糕!噐⼀
断? 不섺

第⼀类 Bessel 函数

点?死섺 = t.noV = 0

取 k-v.ec섺 =総器, 国
"

? 不

四点
吕 ⼯们 = +셆 no.no# 整好

V = m 时
,

-_- hilD-g.JTD-s.in⼯们

Legendre 多项式 队섺 ⼆ 是 ⼼"型xn-zkzk.tn!哎) !



侧
"

⼆点iii.in?T器-Y-i-fkiayzln-Dkn-D-k.cn以吵 如"

⼆ 进 感 感炎暑!
姚 = 钢

RodrigueseqnpnlD-zzfn.dz
schlafliqnpnlD-fit-icojd0Lapla.ee

qn

记 wlt.D-l-zxttti.WGD-l.tk 1 内 解析

wlt.D-fcnst.ci섺 = 詻 ! 他感

tn-ndtl-zxt-ti-l-tz.net
Cnl섺 = 武 其 2器𠯢

dz 啊 Legendu 多项式 1名内

有 (1 - 2化州共 1Ǘltltkl
以吵

셆

⺟出奴任成函数
䏋
"

队섺(州 : 1以 1
.

f) E E的 ⼴义 Founer 展开 抝 ⼆点 Cn Pnl섺
셅

Cn =
1

1

𥑆
-

ftp.sdxl-zxt-Y-ffPnlDPmlDtltkl.fn-dx-fdKPPmldjtn
- lnh-zxttth-f_t.tl㗳 = 忌道⼀

轴 对称 Laplaaeg 边值 问题

↳ u =塌器 + 贼录逃到 = 0

12



花 ⼈007
'

+ ⼊ 0 = o x …50 섴 刘 川⽲⼊y = o

h)
'
⼀ ⼊ R = 0 Euler

发此蝴 | ⼩圳< +셆

不 = n (n-1 1)
,

Q 10) = R (

aol.RU
) = a i + Dni

,

⼼ 0) = f 섴⼼坏⼼⻔ 随⻜)

伴随 Legendreqnm-m2.mn阶 作 随

Legendeeqnik.no纱 + (⼊ ⼀𠠬 @ = o
X …0 [⼼ 叮

'

+ (⼊ ⼀器) y = o
y@ = 0他셆刚

N) -4划拉 池(D
.

不以 进 4难进⻔"
Laplaa 球⾯边值问题

↳ u = i驰器) + 𡂴录锋) +就剖 = o

R Y 吧)
'

⼀⼊R = 0

鎹他录) + 吃剥⽕ 州
셅

滋⼼叫 :䣞知⼼

Bessel 函数

Infknilj 仇)
'

= 加⼯ ,

(ii)
'

= i J…

2⽝ = ⼯,
⼀扣

⼯们 = 1⾔ shx.J.it섺 ⼆事 的⼈

zvx
"

I = ⼆ ⼗下 +1

h. ⼈ (

跸州 在 5- 0 外 解析 .
在 oalsk⽐作 Lau.at展开

⺟出奴 ei-ee-fil.fi 也吵

满㔸鰴鲈啊
-_-



不섺 ⼆ 式 f
-礜dss-tfskso-ngdo.no

xy
"

+ xy
'

+ (⼤⻔ y = o
.

j + x y
'

⼀ 仪咧 = o ⇒ 虚 变量

BesseleqnycD-CJ.li
섺 + DN.li섺

球 Besseleqnhnitn.eu𠮨 R = o

K =0
,

Eukr eqn r212
"

tzrR-lletDR-ORCD-crt.DE
x = kr

,

xjtzxjtli-lut.BY = 0

y = R (刹
,

⽕섺 - 爱 死的 ⼗号 Nett섺

积分变换 法

拍) =Üfsédx

抝 ⼀进优 抝 oin

抝 ⼀进估估 如 édsd⼊

半 ⽆界 区间 可 ⽤

fh-ffssinxdxf.DE/fftx)cnxdx
⾼维卷积 f-xg-jfx-s.yn.z-sjglsn.ci dsdnds ,



核⼀般 积分 变换
和) = IfcxiklxiDdxgD.se

间基本 解 ⽅法

Is…) 4 1섺 以 ⼆ {
o
, sēn

4(D - 4(D
线 性 泛函

셆

⼴ 义 函奴

(侧

Ru
섺 E E

'

( 112)
,

在 实轴上只有 单零点 不
, 则

8峢 = 看
"巡

以州 ,

有 舭) = 䝿 8 (⼈们 ⼀

"⻩ +8器 =

"器 +8舉

txslshD-CSlx-knlxlsxy-lioxlSG.ci) = S(D
K= _x

.

⼴ 义 出奴

引⼊ C!侧 或 记 为 D的 基本 函数 空间

.gl섺 ⽆穷 次连续 可 导 且 在 有 界 闭 区间 外 为 0
.

D侧 上 线 性 泛 函 全体 构成 ⼴义 函数 空间 D级)
.

<我섺
,

4(D> d (州 <抝
, 4呦?

lfglDEOGD.ch
们
,
4 1섺> d < f섺

,.gg?,4cx+y)섺 hl섺 = 扣) * gc섺



另 ⼀个 基本 函数 空间 4的
,

4们 ⽆穷 次 连续 可 导且 速降
셅

-_- 4讷)

抝 E 4测 ,
则 FHI.FID 也 是⼴义 函数

셆

<FHIP-dtf.FI
><ih.pt cf.in >

FN] = fǒssēdx = 1
.

有 x-sz.si 5们 即

ffetdx-2TSCDIT-i-2TSGJG5x.T-stftal-SG.cn
섿 货 的⼊ㄨ dx = 2的们

s.haxi-i-ISGtg.sn_叮

ixe-dx-mishjx.SE
G,打 时

,

SCx-D-ftflanasnxtbns.hn?a=tUSlx-Dco5nxdx=fco5ns.bn=tU
scx-Dsnnxdx-tshns.fi
섺 为 ⼴义 函数 序列 , 抝为⼴ 义 函奴 .

若 对 基本函效 空间上 任意 4们 均有

点: Üfnl섺 4 dx -1 抝 4 1섺 dx
,

则 会合 后的 Ěfx)

悲彘们 SID.fi就é 셆 如
弱 收敛



ii. 乐器 Ě 癿섺
,

F
'

[ 1] = ǜfǒein

⼆点台式 Ioin.fi:5器 专 搁

섮 SCM-MD.HMD-fSCM.MS 4似 dM = 4 (M 셆)

△卡 = - 4的 (

xy.DLu-fcx.gs
섺 _ o < x, y.z.to

uf 作为 ⼴义 出 奴
셅

⼚ 义 解 셆

⼀ 正则 且光滑 : 古 典 解

△, u
= f(M )

.

△3 U = 8 (M)
, 基本解 ⽆定解条件 , ⾮难 ⼀

,

u (M) = 质 UCM-MDHMDdM.EU (M) * f (M)
,

⽐ = Lu 型 初值 问题

哿 = L U
,
to.ME/li,n=灬 U化们 基本解|

Uh = 8 (M)
uwy.cm) * 4(M) + IUU-i.ru) *批,以⽐

Utt = Lu 型

2U

__ = ⼉ ⽐则 基本解 奇异性 与 维奴 ?|
vk.io

, 到七셆
= 8 (M)

⽐, M) = U (t M) * 4(M) + 录 [Ultm) * 4(M)] + IUlt-E.ms#fG,m)di



⼴ 义 函奴

x = (x… 们 112
"

上 的变量

M四 定义 在 ⼝ 上 的某类 函数 构成 的函数空间

点: 发(D = 41섺 基本空间

定义 在 M的 上 的 线性连续 泛函 f 为 ⼀个 ⼴义 函数

MGD-RHD-sf.gl
섺

形式上 ⽤ 积分 的 符号 表示 配对 的 值

试验 出奴

<扣) , 4化섺 ⼆ 名抝 4 dx.lt 4

EMCDiiif.ca?ycxD=LflD,gcx섺
,

M
'

四 中 !吕 㧄섺 ⼆ 抝
,

弱极限

섯刚 从 上 ⽆穷阶连续 可微 ⽆穷阶连续 可微函数类

4侧 … 且速降 -_- 有 界 友集

섺 (则 -.- 且 有界 的友集

supp抝
= { 在 112 中 扣) 为 0 的 ⼩区 间 的并集 的 余集 }

<抝 ,
⽕섺 =质如 ⽕섺dx-fno.fm 4 dx ⼀ 乐抝 41섺 dx

射
,

acDEOGD.fi섺 E D
'

(则
,

直积 抝
, gDEDID.fi섺刚们



⾃变量代换 <批섺
,

4𠮨 d <扣 , 4(侧制 >

微分⽅程 的变 分 ⽅法

拟在 间 连续
,

若对 两个端点为 0 的 C 类 函数 ⻜섺 均有

i 抝 7 1섺 以 = 0 , 则 必有 㧏 = 셆
(变分法基本 引理)

丁[烆 = i F (x,州

dx.IT
烻州吲셆 ⼀ 舳𠮨dx

仃威] = 1!避必等啊 dx = 1! (厅 ⼀ 鯯 利唙 + 鄂州!
,

⽕섺 为极值 曲线 时必 满⾜ 可 ⼀ 龄 , = o{ 哥难 =歌
,
侧 ⼀歌

,䱴 = 0

Fy-ii-Fy-jn-gy-Fji-o.nnn-nnnnrnnn-nEulereqnE.hr
导 叔 闻 稳定元

JEcxDJ-fFlx.y.u.pDdxdy.SJlnJfIFuSutFp@x1kDjdxdy.I
! 医 ⼀录⽅哥问 adxdg + {磀必垢以咧 Suds
on_no

on_no
=o= 0

批们 的 Eulereqn

J噠)] = ! Flildxdyth.gg ,
以 ds 附加项



仃噠)] = ! (有 ⼀ 录 后 ⼀ 新) sudxdytfjpadi.DtFqsntg.gsuds

SJI ,测 ⼀维埃列 sydx +1! (后 ⼀龄)szdxthiz.si
rennnn irern

_

ienn-JIJ-IFlx.yyjyjdx.FI
可 ⼀颖 ⼗点 原 = 0

.

⼀

活动 区间 问题

(x.
,川 在 4例) = 0 上

丁⽬섺] = 修 下例,
Ddx lxz.bz) 在 4例) = 0 上

_

变动

xztxsxzSJIJ-ff.sn
FGytxsy.ytxsyjdxko-fifgsydxtFGy.DSxlitF.gg恪 ( sycnsyz-yixDSxz.SN) =

sy-yixssxi.J-fgsydxtlF-iFDsxlitghzsyz-Fyh.sn
⼀直接法 丁啊 = f F例 ,川 dx 容许函数类

DD.y.nl
섺 ⼀点 Qi牝섺 打 (a , -_-ab-nza.it = 0

.

n 级近似解
丁威] = 1!刷咧 dx

微分⽅程的 变分 ⽅法

来必制 -9咧 + 抝 = 0

丁匪)] =

ititqj-zfsyjdxJSI-dkg-qcDy.D-zflD.gs
t.ly +9啊-2抝Ddx



等 周 问题 下啊 = f G例, yjdx = L 下 求

丁啊 = 1! Fayyjdx 极值
,

国有值 问题 罀制 ⼀ 侧 + ⼊啊 = 01
yg-o.gl섺 ⼆ 0

构造 抠⻔ = 섯 娄𠶜⼀侧 , y>

= 1! 섴叫" +9们 叮

dxtx-X.IN
⺦ T J 区] = <必⼼ 极值问题


